OBECNA ROVNICE ELIPSY S PHOTOMATH (ZKRACENA VERZE)

Metodicka poznamka

Béhem celé hodiny promita ucitel zadani prikladd. V okamZicich, kdy s Zaky kontroluje vysledky nebo
vysvétluje, pfepina kompletni text aktivity. Zaci pracuji samostatné, p¥ipadné spolupracuji v lavicich.

Popis materialu (vzdélavaci aktivity)

Uloha 1: Najdi stied, vrcholy a ohniska elipsy dané rovnici ( ) + 4(y +1) =1.

(x=2)
1

Rovnici upravime do sprdvného tvaru:

1
Z rovnice vime: 8[2 1] a=1, b—— = ,lezatd” elipsa

Excentricita: € =va’—b? = / \/_

Hlavni vrcholy: A[3 1] Bl l

Vedlejsi vrcholy: C[2;—0,5], D[2;—1, 5].

Ohniska: E{2+§;—1}, F{Z—?;_l}‘

Stejné jako u kruznice mUZeme ve stfedové rovnici rozndsobit zavorky (a odstranit zlomky):

2 2
(X;f”) +(y;2”) 1 /a,

2 2
b?(x-m) +a’(y—n) =a’h’
bz(x2 —2mx+m2)+a2(y2 —2ny+n2):612b2
b’x* —2b’mx + m®b* + a’y® — 2a’ny + n’a’ = a’b?
b’x* +a’y? — 2b’mx —2a’ny + m°b® +n’a® —a’h* =0
Tento tvar se vétSinou pouziva s jinym oznacenim koeficient(:

px +qy* +2rx+2sy +t =0 - obecna rovnice elipsy (ne kazda takovato rovnice je rovnici elipsy,
podobné jako u kruznice)
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Bez zpétné Upravy nikdo nepozna, o jakou elipsu jde, ani zda je to vibec elipsa.

Uloha 2: U elipsy dané rovnici 4x* + y* —8x+4y +4 =0 najdi stfed a ur&i velikosti poloos.
Rovnici musime upravit do stfedového tvaru:

AX* +y° —8X+4y+4=4X" -8x+ Yy’ +4y+4=0
4(x*-2x)+y* +2-2y+2°~ 2" +4=0

4 —2x+12=17)+(y+2)° —2° +4=0

4(X—1)2+(y+2)2—4-12—22+4=o
4(x-1)"+(y+2)° =4

2 , ,
(X—1)2+M:1 miZeme psat i jako: (Xll) +(y22) —1

Elipsa ma stfed v bodé S [l; —2] , hlavni poloosa je b = 2, vedlejsi poloosa je a=1.

Predchozi priklad je nutné délat naptl u tabule (jde o vytykani pred zavorky a hlavné o jejich
roznasobovani), zbytek hodiny je urcen samostatné praci.

Upravovani rovnic kuzelosecek je jednou z pocetné velmi narocnych casti stredoskolské matematiky.
Pokud dalsi priklady nechate délat Zaky rucné, stravi vétSinu ¢asu upravovanim rovnic a hledanim
chyb v téchto Upravach. Druhou mozZnosti je vyuzit néktery z nastrojd, které umi tyto Upravy provést
za né (zde je zvolen asi nejzndméjsi z nich — Photomath).

Studenti Photomath v naprosté vétsiné znaji (a mnozi se s jeji pomoci snazi podvadét), presto je
tfeba fici, aby si aplikaci nainstalovali hodinu predem.

Obrazky vysledkd aplikace Photomath ve zbytku hodiny jsou publikovany ve dvou velikostech. Vétsi
obrazky obsahuji informace dulezité pro plnéni zadanych uloh, mensi obrazky pak zbytek vystupl
programu, ktery se zadanych uloh netyka.

Uloha 3: U elipsy dané rovnici 4x* + y* —8x+ 4y +4 =0 najdi stfed a urdi velikosti poloos. Pfi
feSeni prikladu vyuzij aplikaci Photomath.

Princip pouziti aplikace: Mobilnim telefonem vyfotografujeme zadani prikladu (na papife, obrazovce,
projektoru, ...), program se ho pokusi prepsat do matematické notace a vyresit. Cast zorného pole
fotoaparatu, kterou se program pokusi zpracovat, je vyznacena obdélnickem se zakulacenymi rohy.
Rozméry obdélnicku mizeme upravovat tazenim prsty.
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Aplikace zpracuje zadani a ukaze vysledky.
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Aplikaci se podafilo prepsat zadani spravné, ale jeho feseni se vibec netyka naseho problému (ani
nevime, co je derivace, chceme stfedovy tvar rovnice elipsy).

Ackoliv se zd3, Ze na prvni obrazovce je vSechno, co program o nasi rovnici zjistil, je mozné prstem
pokracovat doll na dalsi stranky.

il 29% 21219 Tl 33% B17:28

(] x

POSTUP

ABTMA

POSTUP

d
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X
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2 2
2 3 4x +y -8x+4y+4=0
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KvUli jejimu uréeni, piepiste rovnici
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Elipsa se stfedem (1 - 2)

Ukazat kroky feseni —»

y —4y2-16y—32—16x2+32x

(y+2)°
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© Kviili jejimu ur&eni, pfepiste
Urcete derivaci vzhledem k rovnici do standardniho tvaru
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Identifikujte vypoctem

diskriminantu
POSTUP

Vypocitejte druhou derivaci
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! Najdéte excentricitu
promenne ¥

4x2+y2—8x+4y+4:0
J O O g O O

Na Ctvrté obrazovce je informace, Ze program rozpoznal v nasi rovnici elipsu.

Podivdme se na podrobnosti (stiskneme Ukdzat kroky reseni).

ARTM-2 A = all 33% @ 17:32 AR TMA 3 Fal29% £12:19 ABTMA * = all 29% 81220

< < < Postup < < Postup <
2

POStUP ) ) alx 1) +yPiay+a-0+4

Ax™ - 2x+1/ +y +dy=-4+?
ax%iyi-Bx+dy+4-0

2 2 2 2
4\ x" - 2x+1/+y +4y=-4+4x1 4(x-1 y+2 4
4x2 yz 8x+4y=-4
) 2
2 2 2 Y
4x® Bxryiiay=-4 4ix-1) ~y +4y-0 X1 P 1
4lx?-2x y2 4y=-4 Regeni

)
4(x-1 y 4y +2=0+7 ) .
Elipsa se stredem(1 —2)

2
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V poslednim kroku je vidét konecna Uprava na rovnici elipsy ve stfedovém tvaru, ze kterého dokazeme
vycist velikosti poloos.

Jednotlivé kroky je mozné si nechat vysvétlit pomoci Sipky vpravo Vysvétlit kroky reseni.
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Program Photomath dokdZe prevést obecnou rovnici elipsy do stfedového tvaru a z néj vycist
souradnice stfedu elipsy. Program také dokdaze urcit i excentricitu elipsy.
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Pokud se podati zabranit volné vyméné informaci ve tridé, ¢ast Zakd napadne odscrollovat dolt a
Upravu na stfedovou rovnici najdou, ¢ast zGstane na prvni obrazovce a bude tvrdit, Ze program

s obecnou rovnici elipsy pracovat neumi. KdyzZ se tito Zaci dovédi, Ze program pftiklad fesit umi, za
chvilku ho najdou. Stejné tak se viem povede za néjaky ¢as najit celou stfedovou rovnici, ze které pak
jdou vycist velikosti poloos.

Jediné problémy, které se objevuiji, jsou spojeny s necitelnym pismem. Nakonec je to docela vtipné,
Ze i pfi pouZziti pocitact zélezi na tom, jestli dokazZete néco napsat Citelné.

Pokud program nenacte rovnici spravné, mlzeme ji zkusit vyfotografovat jesté jednou, napsat znova a
Citelnéji, nebo stisknout na symbol tuzky vedle rovnice a rovnici upravit v editoru (Kalkulacka).
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MozZnost doeditovani zaddni je velmi uZitecna (nejen pfi opravach chyb nacitani, ale zejména pfi
ménéni plvodniho zadani, kdy neni nutné neustdle psat nové verze na papir) a je tfeba na ni Zaky

upozornit.

Uloha 4: Upravou na stiedovy tvar rozhodni, které z uvedenych rovnic jsou rovnici elipsy. U viech
nalezenych elips urci poloosy, stred (v pripadé dostatku ¢asu i souradnice vrcholl a ohnisek). VyuZivej

program Photomath.

a) 4x* +9y° +16x-18y -11=0
c) 9x* +4y* —18x -8y +14=0

e) X* +3x+3y°=0

a) 4x* +9y* +16x-18y-11=0

3 = 430% E12:17

& Postup

Reseni

Elipsa se stfedem (— 2 1)

Vysvétlit kroky —>

4 O

(x+2)' (y-1)
9 4

=1 = ,leiatd” elipsa.

b) X* +4y* +6x—-16y+16=0
d) 25x* +16y° —100x +32y +115=0

S[-2:1], a=3,b=2, e=+a?-b? =3 -22 =5

Hlavni vrcholy (posunuté od stfedu o a ve vodorovném sméru): A[l;l] , B [—5;1].
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Vedlej3i vrcholy (posunuté od stfedu o b ve svislém sméru): C [—2; 3]; D[—Z; —1] )

Ohniska (posunutd od stfedu o e ve vodorovném sméru): F [—2+\/§;1} , E[—Z—\/g;l} .

b) X* +4y* +6x-16y+16=0

3 = .028% B12:22

2 2
X+3 4iy-2
9 9 !
2
; X
(x+3) +(y 2) iy
]
4

Rovnice muze byt zapsana ve

tvaru rE 1, cili 2
a b “
predstavuje elipsu se stfedem
(-3.2
Elipsa se stfedem (— 3, 2) B

I

g
Elipsa se stFedem(—S 2)
q O O

(x+3) (y-2)
o 9

4

=1 = ,leatd” elipsa.

S[-32], a=3, b:g, e=

Hlavni vrcholy (posunuté od stfedu o a ve vodorovném sméru): A[O; 2] , B [—6; 2] )

Vedlejsi vrcholy (posunuté od stfedu o b ve svislém sméru): C [—3;%} ; D{—\?; %} .

Ohniska (posunuta od stfedu o e ve vodorovném sméru): F ‘:—3+§\/§; 2} , E[—3+g\/§; 2:' .

c) 9x* +4y* —18x -8y +14=0
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Cast Fedeni, kterou jsme pouzivali v pfedchozich bodech, zmizela. Program si se zadanim z néjakého
dlvodu nevi rady. Postupujeme tedy klasicky ruc¢né:

9(x* —2x+1° —1*)+4(y* -2y +1° ~1*)+14=0
9(x-1)"-9-1+4(y-1)° -4-1+14=0
9(X—1)2 + 4(y —l)2 =-1 = UZ vime, proc¢ program neuspél. Nejde o rovnici elipsy, této rovnici

nevyhovuje Zzadny bod roviny (pro vsechny body roviny je leva strana nezaporna).

d) 25x* +16y* —100x +32y +115=0

3 = .a23% 212:34

& Postup <

2 2
25(x-2 T6ly +2y+1,=-15+16x=1

2 2
25(x -2 16ly +1 1

Reseni

Elipsa se stfedem (2 - 1)

Vysvétlit kroky —>

< O O

2 2

(x-2) . (y+1)
1 1
25 16

=1 = ,stojatd” elipsa.

-3

Hlavni vrcholy (posunuté od stfedu o b ve svislém sméru): C [2;—%} ; D[Z;—%} .

Vedlejsi vrcholy (posunuté od stfedu o a ve vodorovném sméru): A[%;— :l, B{%;—l} .

Autorem materidlu a vsech jeho cdsti, neni-li uvedeno jinak, je Martin Krynicky.
Koordinovdno a recenzovdno pracovni skupinou Ndrodniho kabinetu Matematika a jeji aplikace.
Dostupné z Metodického portdlu www.rvp.cz, ISSN: 1802-4785. Provozuje Ndrodni pedagogicky institut Ceské republiky.



Ohniska (posunuta od stfedu o e ve svislém sméru): F [2;—%}, E[g;_z_g} _

e) X*+3x+3y* =0

AHYMA 3 = .ul23% B12:36

< Postup <
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Vedlejsi vrcholy (posunuté od stfedu o b ve svislém sméru): C| —;— |; D| —;——
2 2 2 2
Ohniska (posunuta od stfedu o e ve vodorovném sméru): F §+§;O E %_g;o
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Kromé bodu c), kde si vétsina zZakl nevi rady (nejcastéji tvrdi, Ze to asi neni rovnice elipsy, ale nejsou
schopni zdlvodnit proc), se objevuje (ztidka, ale docela pravidelné) problém v bodé a) nebo c)
zpUsobeny tim, Ze Zak napise Cislice 4 a 9 prilis podobné, nevsimne si, Ze program obrazek Spatné
zinterpretoval (obé Cisla bud' jako 4, nebo jako 9) a hlasi, Ze jde o rovnici kruznice — v bodé c) tento
Ukaz vznika, pokud program nacte obé Cisla jako Ctyrku.

Uloha 5: Na zakladé vysledkd predchoziho piikladu a dal$iho experimentovdni s programem
Photomath odhadni, jak vypada obecna rovnice elipsy, pokud:

a) jde o kruznici,

b) x-ova souradnice stfedu elipsy je nulova,

c) jde o ,,stojatou” elipsu (hlavni osa je rovnobézna s osou y).

Své odhady se pokus dokazat pomoci Uprav obecné rovnice elipsy.

a) jde o kruznici
Obecna rovnice elipsy je rovnici kruznice, pokud jsou pred X% i y2 stejné nenulové koeficienty.
Dukaz:

ax’ +ay’ +bx+cy+d=0 /:a (vime a#0)

» o, b ¢C d I , : -
X°+y +—X+—Yy+—=0 - toto je jiz obecna rovnice kruznice.
a a  a

b) x-ova souradnice stfedu elipsy je nulova

x-ova souradnice stfedu elipsy je nulova, pravé kdyz rovnice neosahuje ¢len s x (koeficient pred x je
nulovy).

Dokaz: ax? + by2 +cy+d =0. Pokud si pfedstavime dalsi Upravy je zfejmé, ze dospé&jeme k rovnici

X (y-m) . o ) _—
ve tvaru: — +~————=1, kterd predstavuje elipsu se stfedem s nulovou x-ovou soufadnici.

a’ b?

c) jde o ,stojatou” elipsu (hlavni osa je rovhobéina s osou y)

Obecna rovnice elipsy piedstavuje , stojatou” elipsu pravé, kdyz koeficient pied &lenem X? je vétsi
nez koeficient pfed ¢lenem y2 .
2 2
a . o (x=m)” (y-n) . .
Dlkaz: Vyjedeme ze stfedové rovnice elipsy: —+ o =1, kterou miZeme upravit na
a
obecnou rovnici: bx* +a’y* —2b’mx —2a’ny + m*b® + n*a® —a’h* =0.

ProtoZe u ,stojaté” je elipsa, pro kterou plati b? > a?, je ihned vidét, Ze pred ¢lenem x? musi byt vétsi

v, v oy v 2
Cislo nez pred ¢lenem y©.

Pti kontrole prikladu je nutné zdUraznit, Ze ovéreni odhadu Upravou jedné konkrétni rovnice
programem Photomath v zadném pfripadé neni dlikazem (ani ovéfeni odhadu Upravou stovky rovnic).
Pokud do zadani obecné rovnice pfiddme alespori jedno pismenko (jak je pouZito v dikazech),
Photomath prestane rovnici upravovat jako rovnici kuzelosecky a snazi se ji pouze resit jako
kvadratickou rovnici s parametrem.
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Predchozi pfiklad ma dva cile:

rychlé experimentovani s programem (nejrychleji prepisovanim zaddni v editoru, bez neustalého
zapisovani novych rovnic na papir), které umoznuje pohodiné zkoumat mnoho moznosti,

ukazka toho, Ze schopnost upravovat algebraické vyrazy je pfi dikazech programem Photomath

zatim nenahraditelna.

Stfedova i obecnd rovnice elipsy je podobna odpovidajici rovnici kruznice. Analogicky také prevadime
jednu na druhou.
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