Rovnice a nerovnice s neznámou pod odmocninou
Učivo o rovnicích a nerovnicích s neznámou pod odmocninou (používá se také název iracionální rovnice, nerovnice nebo rovnice a nerovnice s neznámou v odmocněnci) patří k obtížnějším tématům středoškolské matematiky. Máš příležitost si toto učivo procvičit vlastním tempem a s využitím nápověd. 

Úkoly si můžeš číst na monitoru, ale lépe bude, když si pracovní listy vytiskneš. V každém případě při jejich řešení postupuj „od čáry k čáře“. Další text si (např. volným listem) zakrývej, dokud nepřečteš a nevyřešíš vše nad čarou. Odpovědi či výsledky zapisuj nejlépe měkkou tužkou, aby bylo možné si lekci s odstupem času zopakovat nebo ji dát spolužákovi. 
Příklad 1

Řeš v R rovnici:
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První otázka zní:

Jakou podmínku musí splňovat neznámá, aby rovnice měla smysl?

Podmínka:

Podmínka je jednoduchá. Odmocňovat lze pouze nezáporná čísla, proto platí: 
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Nyní snadno zapíšeš definiční obor rovnice:

D = 

Definičním oborem je zdola uzavřený interval od čísla –4 do nekonečna, což symbolicky zapíšeme: 
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Nyní nás čeká to hlavní – vyřešit rovnici. 

Jakou úpravou začít?

a)   Umocnit obě strany rovnice.

b)   Upravit rovnici tak, aby na pravé straně bylo pouze číslo.

c)   Upravit rovnici tak, aby na levé straně byla pouze odmocnina.

Správná odpověď je: 

Pokud se chceme odmocniny definitivně zbavit, musíme ji nechat samotnou na jedné straně rovnice. Správná odpověď je c).
Jak bude vypadat rovnice před úpravou umocněním?

Zápis rovnice před úpravou umocněním:

Rovnice má tvar:  
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Jak bude vypadat po úpravě umocněním obou stran rovnice?

Zápis rovnice po úpravě:

Častou chybou je špatné umocnění dvojčlenu na pravé straně. Nesmí se zapomínat na člen 2ab ze známého vzorce:  
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Rovnice je nyní tedy už bez odmocnin. Má tvar: 
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Další úpravu a řešení kvadratické rovnice, např. podle vzorce s diskriminantem, již jistě ovládáš.
Zapiš kořeny kvadratické rovnice:

Kořeny kvadratické rovnice:

Kvadratická rovnice: 
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 má kořeny 
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Jsou tyto kořeny nutně i řešením původní rovnice?

Stačí napsat ano nebo ne:
Prováděli jsme úpravu umocněním. Tato důsledková úprava může množinu řešení rozšířit. V tom případě není ekvivalentní úpravou. Zkouška je proto součástí řešení rovnice. Obě čísla (12 i 5) patří do definičního oboru rovnice. Definiční obor kořeny nevyloučí. Musíme tedy provést zkoušku původní rovnice postupně pro číslo 5 i 12.

Zapiš hodnoty obou stran rovnice pro čísla 12 a 5.

L(12) = 

P(12) =

L(5) =


P(5) =

Jistě ti také rovnost levé a pravé strany vyšla pouze pro číslo 12. Platí: 

Daná rovnice má jediný kořen, je jím číslo 12. Množina řešení rovnice: 
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Zamysleme se ještě nad tím, proč právě pro číslo 12 zkouška vyšla, zatímco číslo 5 bylo z množiny řešení vyloučeno.
Před úpravou umocněním měla rovnice tvar: 
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. Pokud do ní dosadíme číslo 12, vychází rovnost 4 = 4. Po dosazení čísla 5 vychází: 3 = –3, což zřejmě neplatí. Po umocnění obou stran vychází ovšem v obou případech platné rovnosti: 25 = 25 či 9 = 9. Protože na levé straně je odmocnina, tedy výraz nezáporný, stačilo by místo zkoušky zkontrolovat, zda je pro daný kořen nezáporný i výraz na pravé straně. V tom případě je úprava umocněním ekvivalentní úpravou a toto číslo je i kořenem původní rovnice.

Prakticky je ovšem lepší dělat zkoušku původní rovnice, kterou zkontrolujeme najednou správnost všech úprav. 


 Zapamatuj si: Zkoušku rovnic s neznámou pod odmocninou provádíme jako součást řešení rovnice.

.

Pro řešení nerovnic s neznámou pod odmocninou budeme využívat znaménkovou metodu. Pokud bychom nerovnice řešili důsledkovými úpravami, museli bychom dělat zkoušku, která je v případě nekonečné množiny řešení často komplikovaná. Začneme příkladem, který se od předchozího bude lišit jen nahrazením znaku rovnosti znakem nerovnosti.

Příklad 2

Řeš v R nerovnici: 
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Z předchozího příkladu převezmeme definiční obor 
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, který je stejný pro rovnici i nerovnici. Kořen rovnice x = 12 je pro nerovnici nulovým bodem.

Definiční obor s vyznačeným nulovým bodem zakreslíme na číselnou osu:

[image: image13.png]



Nyní vypočítáme hodnoty výrazu na levé straně anulované nerovnice (nerovnice upravené tak, že její pravá strana je rovna nule): 
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Dopočítej hodnoty výrazu na levé straně nerovnice:

L(-4) =



L(0) =



L(12) = 


L(21)
=

Zkontrolujme si výsledky: 

L(-4) =
 4


L(0) = 10



L(12) = 0


L(21)
= –8

Hodnotu L(12) jsme mohli zapsat bez počítání, je to přece nulový bod. Rovněž nebylo nutné určovat zároveň hodnoty L(0) i L(-4). Někdy tato kontrola může odhalit numerickou chybu v předchozích výpočtech, takže je možné ji doporučit.

„Znaménka“ hodnot výrazů zaznamenáme na číselnou osu:

[image: image15.png]



Nyní stačí „malá procházka“ po číselné ose, abychom správně zapsali množinu řešení nerovnice.

Zapiš množinu řešení nerovnice:

K =

Výraz na levé straně nerovnice je nulový pro x = 12 a záporný pro x > 12.

Množinou řešení nerovnice je 
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Znaménkovou metodou vyřešíme nejen danou nerovnici, ale i jakoukoliv nerovnici, která z původní vznikne pouze změnou znaku nerovnosti.

Příklad 3

Řeš v R nerovnici: 
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Stačí se podívat na číselnou osu.

Zapiš množinu řešení nerovnice:

K =

Výraz na levé straně nerovnice je kladný již pro x = –4 a zůstává kladným až do hodnoty pro x = 12, ve které již je roven nule.

Množinou řešení nerovnice je 
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Další příklad je lehký. Jistě ti nebude dělat potíže vyřešit ho samostatně.

Příklad 4

Řeš v R rovnici: 
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Samostatně rovnici vyřeš a zapiš definiční obor rovnice i množinu řešení rovnice:

D = 








K =

Definiční obor vyplývá z podmínky, že výraz v odmocněnci je nezáporný. Takže platí: 
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Po umocnění vypočítáme snadno kořen rovnice. Zkouška vše potvrdí. 

Jediným kořenem rovnice je číslo 31.

Odpovídající nerovnici vyřešíš s přehledem znaménkovou metodou.

Příklad 5

Řeš v R nerovnici: 
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Zapiš definiční obor rovnice i množinu řešení nerovnice:

D = 








K =

[image: image22.png]



Definiční obor jsme již určovali při řešení rovnice, nebylo nutné stejnou práci provádět znovu. Pro určení množiny řešení se stačí opět „projít“ po dobře zakreslené číselné ose. Jestliže nerovnici anulujeme, hledáme všechny hodnoty neznámé, pro které je výraz záporný. Je to ve zdola uzavřeném intervalu od –5 do 31. Číslo 31 ovšem do K nepatří.

Množinou řešení nerovnice je 
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Před řešením další rovnice si připrav hodinky. Bude zajímavé zjistit, kolik času ti zabere její řešení.

Příklad 6

Řeš v R rovnici: 
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Jak dlouho ti trvalo řešení rovnice? 

Doba řešení:

Pokud je doba delší než minuta, pravděpodobně ti nedošlo, že výsledek je jasný na první pohled. Nezáporná odmocnina se nemůže rovnat zápornému číslu pro žádné x. Pokud rovnici řešíme umocněním, vychází kořen 31, ale zkouška jej samozřejmě vyloučí z množiny řešení. Platí tedy:

Definičním oborem je 
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. Množinou řešení je prázdná množina.

Příklad 7

Řeš v R nerovnici: 
[image: image26.wmf]6

5

-

>

+

x


Definiční obor určíš jistě bez problémů. Ale je úplně jasná množina řešení?

Množinou řešení je: 

a)  prázdná množina

b)  množina všech reálných čísel

c)  interval
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Správná možnost je:

Je zřejmé, že nezáporná odmocnina je větší než –6 pro každé reálné číslo, pro které je odmocnina definována. Pro ostatní čísla nemá odmocnina smysl, proto nemůžeme zkoumat, zda platí daná nerovnost. I znaménkovou metodou je řešení jasné ihned. Nulový bod tentokrát není žádný. Dosazením libovolného čísla do levé strany anulované nerovnice dostaneme kladné číslo. Například L(–1) = 2 + 6 = 8.

Zopakujme si.

Definičním oborem i množinou řešení je 
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Nyní se počet odmocnin nenápadně zvýší. Ale příklad nebude příliš obtížný.

Příklad 8

Řeš v R nerovnici: 
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Řešíme nerovnici, ale pokud chceme využít znaménkové metody, musíme nejdříve určit definiční obor a kořeny příslušné rovnice.

Zapiš definiční obor nerovnice:

D = 







V tomto příkladě musí být splněny dvě podmínky zároveň: 
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. Vyřešit tuto soustavu nerovnic je snadné. Jejím řešením je uzavřený interval od –15 do 5, tedy platí:
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Jak určíme nulové body nerovnice?

Jistě tě napadlo, že vyřešíme příslušnou rovnici. 

Zapiš nulové body nerovnice: 

Je třeba dostat každou odmocninu na jinou stranu rovnice. Po úpravě umocněním dostaneme:
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. Hravě určíme kořen x = 1, a protože jej potvrdí i zkouška, je jediným nulovým bodem nerovnice.

Zakresli definiční obor i s nulovým bodem na číselnou osu a urči znaménka v jednotlivých intervalech.

Zapiš množinu řešení nerovnice:

K  =
Řešení lze zachytit na číselné ose takto: 

[image: image34.png]



Množinou řešení nerovnice je: 
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Nyní začne přece jenom přituhovat. Počet odmocnin se sice nezvýší, ale počet problémů ano.

Příklad 9

Řeš v R rovnici: 
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Zapiš definiční obor rovnice:

D =
Definičním oborem je 
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Jak budeš postupovat při řešení rovnice? Co bude první úpravou?

a)  Umocním obě strany rovnice.

b)  Převedu jednu odmocninu na druhou stranu.

Vhodnější úprava je: 

Vhodnější je možnost b), protože po úpravě budou v rovnici jednodušší výrazy. Po úpravě dostaneme rovnici: 
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Nyní umocníme obě strany rovnice. Všimni si, že tentokrát jsou obě strany nezáporné, takže touto ekvivalentní úpravou se množina kořenů nerozšíří.

Zapiš upravenou rovnici:

Kterou z těchto možností jsi zapsal(a)?

a)  
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b)  
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c)  žádnou z možností a), b)

Při umocňování pravé strany dělají často studenti chyby, zapomínají na to, že umocňují dvojčlen. Možnost a) je zcela správně.

Odmocnin se nebylo možné zbavit najednou, a přitom neudělat fatální chybu. Opět tedy odmocninu osamostatníme na jedné straně a provedeme úpravu umocněním. Po dalších úpravách dostaneme kvadratickou rovnici. Bude to jedna z níže navrhovaných možností. Dokud se k žádné z nich nedopracuješ, upravuj, upravuj, upravuj…

Kterou kvadratickou rovnici získáme úpravami?

a)  
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b)  
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c)  
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d)  
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Vybraná možnost:

Rovnici nejdříve „připravíme“ na umocňování úpravou do tvaru: 
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Možnosti a), b), c) vyplývají ze špatně umocněné levé strany rovnice. Je ovšem možno udělat chybu i na pravé straně, např. lze zapomenout umocnit číslo 8, splést si součin se součtem apod. Správná je možnost d).
Nyní jsme také umocňovali výraz x – 2, který může být kladný i záporný. Množina řešení se touto úpravou mohla rozšířit. 

Vyřeš kvadratickou rovnici a proveď zkoušku.

Zapiš množinu řešení původní rovnice:

K =
Ř

Řešením kvadratické rovnice jsou čísla 10 a 58, pro obě vychází i zkouška v původní rovnici. Je to jasné už z toho, že výraz x – 2 je pro obě čísla kladný. Zkouška je ale při tolika úpravách vhodná i jako kontrola bezchybnosti našich úprav. Takže platí:

Množinou řešení rovnice je 
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Příklad 10

Řeš v R nerovnici: 
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Pokud se vrátíš k vyřešené rovnici, můžeš z ní převzít definiční obor i nulové body. Využitím znaménkové metody snadno určíš i množinu řešení nerovnice.

Zapiš definiční obor a množinu řešení nerovnice:

D =










K =

Řešení lze graficky znázornit takto:

[image: image48.png]



Zkontroluj svůj obrázek. Pokud jsou v něm nějaké chyby, zamysli se nad nimi, případně přepočítej hodnoty levé strany anulované nerovnice. Ze správného obrázku již není obtížné vyčíst množinu řešení.

Pokud ti předchozí pokus nevyšel, zapiš řešení znovu:

D =










K =

Někdy se popletou meze intervalu, studenti špatně určují, která čísla do K patří a která nepatří. Doufám, že to není tvůj případ. Zbývá jen zkontrolovat:
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Do třetice budeš řešit příklad s obdobnými výrazy, ale se znaménky to bude trochu jinak. 

Příklad 11

Řeš v R rovnici: 
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Rovnici řeš samostatně. Při problémech se můžeš podívat na řešení příkladu 9.

Zapiš definiční obor a množinu řešení rovnice:

Definiční obor je pochopitelně stejný jako v příkladu 9, ale s množinou řešení je tomu jinak. Kořeny kvadratické rovnice, ke které úpravami dospěješ, jsou opět 10 a 58, ale „neprojdou“ zkouškou, která je součástí řešení.

Rekapitulujme:
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A naposled, tentokrát nerovnice odvozená od předchozí rovnice.

Příklad 12

Řeš v R nerovnici: 
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Zapiš definiční obor a množinu řešení nerovnice:

Definiční obor je už notoricky známý, s množinou řešení je tomu jinak. Nerovnice nemá žádný nulový bod a výraz na levé straně anulované nerovnice je záporný v definičním oboru nerovnice. Stačí vypočítat např. L(10) = 1 – 5 – 4 = -8. Tedy platí:
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Konečně se dostaneme ke třem odmocninám. Příklad ale nebude zvlášť obtížný.

Příklad 13

Řeš v R rovnici: 
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Urči definiční obor rovnice:

Výrazy v odmocněnci musí být nezáporné. Z toho plyne soustava tří nerovnic s neznámou x. Pokud si zakreslíš tři intervaly a určíš jejich průnik, zjistíš definiční obor rovnice:
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Umocni obě strany rovnice a uprav tak, aby odmocnina byla jen na jedné straně. 

Kterou z následujících rovnic dostaneš?

a)  
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c)  
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Platí možnost: 

Správná je možnost c). Po dalších úpravách dostaneme kvadratickou rovnici. 

Zapiš kvadratickou rovnici:

RoRllllRo

Rovnici 
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 vyřešíme. 

Jaké jsou její kořeny?

Kořeny rovnice získáme nejlépe rozkladem na součin vytýkáním. Vychází: 
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Patří oba kořeny do definičního oboru původní rovnice? Vychází pro oba i zkouška?

Ano nebo ne?

Zkouška vychází jen pro 
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Poslední úloha (s „hvězdičkou“) je určena dobrovolníkům. Odmocnina a ještě zlomek! (Snad tě to „nezlomí“.)
*Příklad 14

Řeš v R rovnici: 
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Nejdříve určíme definiční obor.

Jaké podmínky musí být splněny?

P

Výrazy pod odmocninami musí být nezáporné. Řešíme soustavu nerovnic. 

Co je definičním oborem nerovnice?
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Nerovnici 
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 řešíme znaménkovou metodou, a když uvážíme podmínku 
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, určíme definiční obor:
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Nyní se zaměř na řešení rovnice obvyklým postupem. 

Zapiš množinu řešení rovnice:

K =

Po umocnění a dalších úpravách vyřešíme kvadratickou rovnici. Její kořeny jsou prvky definičního oboru rovnice. Zkouška v tomto příkladu není nutná, ale lze ji doporučit. Potvrdí, že oba kořeny kvadratické rovnice jsou i kořeny původní rovnice. Takže platí:
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Nyní tě čeká již jen závěrečná kontrolní práce. Doporučuji ti dát si před ní aspoň hodinovou pauzu, nebo ji raději udělej až zítra. Bylo by dobré si nejprve předchozí úlohy rychle očima „projet“.

Kontrolní práce

Řeš v R tyto rovnice a nerovnice:

1)  
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Zapiš výsledky:
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Správné výsledky:

1)  
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Chceš-li vědět známku, započítej si za každý správně určený definiční obor jeden bod a za každou správně určenou množinu řešení čtyři body. Klasifikace pak vypadá takto:

1: 18 – 20 b
2: 14 – 17 b
3: 10 – 13 b

4: 6 – 9 b

5: 0 – 5 b

Doufám, že máš z výsledku radost. Pokud ne, doporučuji udělat lekci znovu, a tentokrát poctivě.
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